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Aρχη´
Este texto resulta de uma breve comunicac¸a˜o na Escola de Vera˜o de Ma-
tema´tica de 2007 da Sociedade Portuguesa de Matema´tica, em que se almejou
abordar os dois temas referidos no t´ıtulo.
Recordar Arquimedes e trazeˆ-lo para a actualidade da geometria diferen-
cial... Os matema´ticos gregos estara˜o na origem, no arque´ de toda a matema´tica
moderna, mas tal na˜o justifica dois t´ıtulos num mesmo artigo.
Mergulhar assim no mais distante do grande oceano da matema´tica pode le-
var a um triste despertar. Pore´m e´ necessa´rio que alguns se aventurem, para que
outros conhec¸am os perigos e as preciosidades que tal oceano esconde. Mesmo
que corramos o risco de nos perguntarem o que andamos ali a fazer, onde po-
dera˜o levar ta˜o inso´litas brac¸adas, diremos que este mar e´ de todos quantos o
queiram perscrutar.
Treˆs ressalvas nos parecem necessa´rias. Primeiro, na˜o queremos de forma
nenhuma reduzir a obra de Arquimedes a meia du´zia de enunciados. Existe uma
complexa e extensa obra. Por mais aplicada que se considere a sua matema´tica,
Arquimedes escrevia como os homens letrados da sua e´poca e argumentava
como um cientista, com proposic¸o˜es, lemas e teoremas. Os seus resultados sa˜o
desconhecidos, a comec¸ar, por isso mesmo: na˜o sa˜o triviais, carecem de uma
construc¸a˜o e justificac¸a˜o teo´ricas.
Segundo, na˜o pretendemos afirmar que haveria relac¸o˜es enigma´ticas ou mı´s-
ticas entre a matema´tica de Arquimedes e o Ca´lculo Diferencial, o qual, como se
sabe, apareceu algum tempo depois do fim da Idade Me´dia. Na˜o vamos de todo
estabelecer relac¸o˜es. O que nos suscita e´ interrogar, de novo, sobre o porqueˆ
de tantos anos perdidos com a chamada Era das Trevas quando a civilizac¸a˜o
pre´-romana ja´ havia ido ta˜o longe, mesmo antevendo na˜o lograr encontrar uma
resposta. Se tempo houvesse, lembrar´ıamos os homens que contrariaram e resis-
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Figura 1: Arquimedes de Siracusa
tiram, os que fizeram o renascimento da cultura cla´ssica e com ela deram novos
conhecimentos ao mundo.
Finalmente, visto o anterior, julgamos poder e dever continuar mesmo se os
resultados desta breve exposic¸a˜o fogem das nossas intenc¸o˜es, assim como ter
bem avisado o leitor dos meandros do pensamento difuso que dele emergem.
Afinal, para no´s, trata-se de encontrar inspirac¸a˜o recordando o mestre da
matema´tica do se´culo III a.c., um dos maiores de sempre, para chegar a` geome-
tria diferencial, aquela que vem dando raza˜o de ser a`s mais diversas a´reas da
matema´tica da actualidade.
1 Arquimedes de Siracusa, 287-212 a.c.
Em 2013 tera˜o passado 2300 anos sobre o nascimento do grande Aρχιµηδης ,
ge´nio ce´lebre da matema´tica e da f´ısica.
Arquimedes nasceu e morreu em Siracusa, na Sic´ılia, filho do astro´nomo
F´ıdias, de uma famı´lia respeitada pelo rei Hiera˜o. Cedo foi estudar para Ale-
xandria onde uma escola de matema´tica, entre outras, havia sido fundada por
Euclides (c.330-265 a.c.). Em Alexandria fez numerosos amigos estudiosos com
quem se correspondeu ao longo da vida, como por exemplo o matema´tico Era-
to´stenes.
Arquimedes e´ autor de imensas descobertas e inventos nota´veis e peripe´cias,
cada uma mais emblema´tica que a outra.
Lembremos os momentos ce´lebres em que ele diz “deˆem-me um ponto de
apoio e com a minha alavanca erguerei o mundo” referindo-se aos seus estudos
teo´ricos sobre o equil´ıbrio dos corpos, o grito de εν´ρηκα saindo do banho para
a rua quando descobriu uma lei da hidrosta´tica. E as criac¸o˜es do chamado
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Parafuso de Arquimedes, o estudo da chamada Espiral de Arquimedes ou as
invenc¸o˜es de instrumentos militares (um dos quais, muito peculiar, consistiria
numa espe´cie de feixe solar para incendiar barcos romanos ao largo de Sira-
cusa; pore´m, algumas experieˆncias recentes tera˜o levantado muito fumo sobre
tal invento).
Menos conhecidas sera˜o a criac¸a˜o de um me´todo nume´rico para contar ale´m
da “mir´ıade” (104) os gra˜os de areia do Universo, ou o Axioma de Arquimedes,
que afinal este atribui a Eudo´xio, hoje estudado na Ana´lise e que justifica o
chamado me´todo de“exausta˜o”para os matema´ticos gregos (ou de ‘integrac¸a˜o’),
ie. algo aparentemente ta˜o o´bvio como ∀M > 0, ∀0 ≤ r ≤ 1
2
, limnMr
n = 0.
Ou, ainda, um ca´lculo muito aproximado da
√
3.
Assim como uma elegante e simples trisecc¸a˜o do aˆngulo com compasso e
re´gua com apenas duas marcas, problema ce´lebre posto por Euclides que se
destinava a ser resolvido com compasso e re´gua na˜o graduada — e que afinal se
provou ser imposs´ıvel, cf. figura 2.
A vida de Arquimedes devera´ ter sido a de um verdadeiro cientista forte-
mente comprometido com a investigac¸a˜o, tanto pura como aplicada, e simul-
taˆneamente com a ajuda aos homens da sua cidade em questo˜es e problemas
pra´ticos.
Ate´ a sua morte nos parece quase mitolo´gica: durante as guerras Pu´nicas
quando as tropas do romano Marcellus, depois de muito tentarem, invadiram a
ilha num ataque surpresa, ainda que soubessem do ce´lebre cientista, um soldado
ter-lhe-a´ cravado a espada. Com Arquimedes avisando que o deixassem concluir
certos ca´lculos...
1.1 Um teorema sobre a para´bola
Ome´todo de exausta˜o, talvez devido a Ant´ıfono e seu colega Brison de Heracleia,
se´culo V a.c., permitiu encontrar a mais famosa aproximac¸a˜o de pi de sempre.
Durante mil anos na˜o se encontrou melhor que
3 +
10
71
< pi < 3 +
1
7
, (1)
que Arquimedes conseguiu dividindo o c´ırculo em 96 partes.
O me´todo de exausta˜o permitiu de facto estabelecer resultados precisos.
Por exemplo, cremos que o seguinte esquema, ver figura 2, era conhecido dos
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Figura 2: A` esquerda, ]CAB = 3]XAB com re´gua graduada com a medida
do raio. A` direita, A´rea do c´ırculo= Pr
2
= pir2.
Figura 3: A´rea ∆ABT = 3
4
A´rea da para´bola ABT .
matema´ticos gregos mais antigos. Trata-se da justaposic¸a˜o de triaˆngulos de
altura r =raio, dado o per´ımetro P , deduzindo-se a a´rea do c´ırculo.
O seguinte resultado utiliza outro me´todo na demonstrac¸a˜o inteiramente
devido ao f´ısico-matema´tico, que se refere mais a` frente.
Teorema 1 (Arquimedes, [2]). A a´rea do maior triaˆngulo inscrito num seg-
mento de uma para´bola e´ 3/4 da a´rea do respectivo segmento de para´bola.
Em particular,
3
4
+
3
42
+
3
43
+ · · · = 1. (2)
Sendo o eixo dos y’s o eixo de simetria de uma para´bola y = kx2, k > 0,
(podemos sempre encontrar uma transformac¸a˜o afim do plano onde a para´bola
e´ descrita por esta equac¸a˜o, ou mesmo com k = 1), cf. figura 3. Repare-se que
o ponto T e´ o ponto onde a tangente a` para´bola tem o declive do segmento AB.
Supondo esta recta dada como y = ax+ b, a, b constantes, obtivemos o valor da
a´rea do triaˆngulo ABT como (a
2+4kb)
3
2
8k2
— um exerc´ıcio simples quando armados
do ca´lculo diferencial. Conve´m ainda ter presente que qualquer transformac¸a˜o
afim preserva a raza˜o entre duas a´reas.
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Arquimedes prova tambe´m que as projecc¸o˜es de A e B no eixo dos x’s sa˜o
equidistantes da respectiva projecc¸a˜o de T . Lembremo-nos que Arquimedes na˜o
possui os conceitos mais elementares da a´l-jbra de hoje, apenas as relac¸o˜es entre
quantidades geome´tricas.
Os gregos ja´ referiam as tangentes; Arquimedes manuseia-as com mestria
para obter, por exausta˜o, construindo a se´rie (2), a a´rea da para´bola atrave´s da
dos triaˆngulos inscritos. Repare-se que ha´ um processo indutivo no problema:
recortado o triaˆngulo, surgem duas novas regio˜es em condic¸o˜es ana´logas e de
a´rea total 1/4 da a´rea do segmento de para´bola.
Curiosamente, o teorema parece ser pouco conhecido nos dias de hoje.
O estudo das cu´bicas foi outro tema que Arquimedes abrac¸ou, tendo sido
mais tarde continuado por Omar Khayyam (o matema´tico e poeta persa-a´rabe
do se´culo XIII, que nos legou a notac¸a˜o ‘chai’, ‘coisa’, que depois degenerou em
x). Recordamos que os a´rabes foram os guardio˜es de muita da cultura hele´nica
e, em particular, de algumas obras de Arquimedes.
1.2 O Me´todo
Aquele que ficou conhecido como o Me´todo de Arquimedes vem dos seus estudos
da f´ısica. Foi finalmente compreendido ha´ cerca de um se´culo, depois de ter sido
encontrado num livro de uma bilioteca de Constantinopla (hoje Istambul) pelo
estudioso dinamarqueˆs J. L. Heiberg. Este reconheceu o autor que subjazia num
palimpsesto (um escrito de missas de monges bizantinos num suporte de papiro
ou pele ja´ utilizado, depois de raspado e lavado). O“palimpsesto de Arquimedes”
conte´m muitas pa´ginas de resultados para sempre julgados perdidos, uns que
na˜o chegaram a ser apagados e outros leg´ıveis por recursos te´cnicos, incluindo
o texto do agora famoso “Stomachion”, um jogo inventado pelo mestre.
Vejamos uma aplicac¸a˜o do Me´todo.
Recorde-se, para o que segue, que o volume do cone em relac¸a˜o ao cilindro
com a mesma base e altura estavam ja´ calculados. Com efeito, aparecem nos
Elementos de Euclides, tomando essa raza˜o o valor de 1/3. Segundo [3], Ar-
quimedes atribui o resultado ao ce´lebre filo´sofo atomista Demo´crito. Sobre o
volume das esferas, o caso e´ mais complicado.
Teorema 2 (Arquimedes). O volume da esfera de raio r e´ 4 vezes o volume do
cone com diaˆmetro da base 2r e altura r. (4
3
pir3).
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Figura 4: O Me´todo aplicado no ca´lculo de volumes.
O volume da esfera e´ 2/3 do volume do cilindro com altura e diaˆmetro da
base iguais ao diaˆmetro da esfera.
A demonstrac¸a˜o utiliza a ideia de equil´ıbro esta´tico de so´lidos, teoria que
Arquimedes desenvolvera para a f´ısica e que na˜o considerava do mesmo rigor
que as suas obras matema´ticas. Eis porque se diz que o resultado tera´ ficado de
parte. Por outro lado, tambe´m ha´ relatos que Arquimedes tera´ gostado tanto
do seu (grande) teorema, que pediu que esculpissem o esquema da esquerda da
figura 4 no seu tu´mulo. Vejamos a demonstrac¸a˜o do teorema, de acordo com o
exposto em [4].
O esquema representa uma secc¸a˜o da esfera e de um cilindro e um cone com
o dobro da base dos mencionados. O ponto A servira´ de fulcro da balanc¸a.
Passa-se uma recta (um plano paralelo ao plano da base) gene´rica por S. Por
semelhanc¸a de triaˆngulos,
AC
AO
=
AO
AS
.
Logo MS · SQ = AC · AS = AO2 = QS2 +OS2 e enta˜o
HA
AS
=
MS
SQ
=
MS2
MS · SQ =
MS2
QS2 +OS2
.
Estabelecidas estas relac¸o˜es e raciocinando como com corpos em equil´ıbrio, vem,
no centro de gravidade G = S para o cilindro (onde HA
AS
= 2) e em H para a
esfera e para o cone,
2(cone AEF + esfera ABCD) = cilindro de base EF
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pois que se ‘integram’ aquelas a´reas circulares. Finalmente, como cilindro= 3 co-
nes AEF por [Euclides, Elementos, XII] [7]; e como coneAEF = 8 coneABD,
por duplicac¸a˜o de uma medida unidimensional, resulta daquela equac¸a˜o,
esferaABCD = 4 coneABD.
Para a segunda parte, temos
cilindro pequeno = 6 coneABD =
3
2
esferaABCD.
Note-se que o me´todo de exausta˜o estava aqui interligado. Bem como que a
ideia rigorosa do Me´todo sera´ mais complicada do que a aplicac¸a˜o que dela aqui
se faz.
Obras anteriores de Arquimedes da˜o-nos os enunciados do teorema acima.
Mas so´ no Me´todo e´ que ele explica como o obteve (aquele e muitos outros),
defendendo ainda que o seu me´todo mecaˆnico lhe parecia ta˜o bom como os
demais geome´tricos pelos quais, ao longo da vida, por vezes em segunda ocasia˜o
havia provado os seus resultados. Cremos que um destes e´ o resultado sobre a
para´bola (teorema 1) pois sa˜o conhecidas duas demonstrac¸o˜es.
1.3 A´rea da superf´ıcie esfe´rica
Arquimedes estudou tambe´m a a´rea da superf´ıcia esfe´rica, a fronteira da esfera
so´lida. Alguns livros de geometria diferencial atribuem-lhe o seguinte resultado
(cf. [5, 12]).
Teorema 3 (Arquimedes). A projecc¸a˜o cil´ındrica φ(p) = (θ, z) de S2 sobre a
superf´ıcie cilindr´ıca e´ equiareal, ie. preserva as a´reas.
Recordemos que a projecc¸a˜o cil´ındrica corresponde a` projecc¸a˜o tomada na
horizontal dos pontos de um paralelo na esfera sobre a respectiva circunfereˆncia
no cilindro. Para vermos tal projecc¸a˜o em cartas ou mapas da esfera, utilizamos
coordenadas, e enta˜o, para termos um aberto de R2, temos de retirar um semi-
meridiano da esfera incluindo os po´los (como um corte).
Denotam-se as esferas de dimensa˜o n e raio r por Snr . Temos enta˜o um ponto
p ∈ S2r descrito por (θ, z), um aˆngulo θ relativo ao desvio do semi-meridiano
retirado e uma altura z correspondente ao paralelo. Calcula-se enta˜o o elemento
de a´rea:
ω = r dθ ∧ dz, (3)
onde r e´ o raio da esfera. De imediato obtemos um corola´rio pouco conhecido.
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Figura 5: Dois resultados com origem no teorema de Arquimedes.
Corola´rio 1. Todos os ane´is de S2r com a mesma altura h teˆm exactamente a
mesma a´rea.
Com efeito, tal a´rea sera´ dada pelo integral∫
ω = r
∫ 2pi
0
∫ a+h
a
dzdθ = 2pihr. (4)
Em particular, a´rea S2r = 4pir
2. E usando argumentos como os que vimos no
in´ıcio (fig. 2) pode-se descobrir de novo o volume da esfera. Sob a perspectiva
do aˆngulo, temos que uma a´rea lunar (a superf´ıcie entre dois semi-meridianos
fazendo um aˆngulo α) e´ 2r2α. Vejam-se os dois resultados na figura 5. O u´ltimo
permite-nos provar:
Proposic¸a˜o 1 (cf. [12]). A a´rea de um triaˆngulo esfe´rico (cf. figura 6) sobre a
superf´ıcie esfe´rica de raio 1 e´ α + β + γ − pi.
Seja X a a´rea que se procura. Repare-se que o triaˆngulo dado tem um dual,
ant´ıpoda, e cada um dos treˆs aˆngulos admite duas correspondentes a´reas iguais.
Noteˆmo-las respectivamente por A,B,C. Pelo resultado acima, temos
X + A = 2α, X +B = 2β, X + C = 2γ.
Por outro lado, 2X +2A+2B+2C = 4pi, pelo que agora o valor de X se torna
fa´cil de encontrar.
Note-se que o triaˆngulo considerado e´ geode´sico, ie. as suas arestas sa˜o ‘rec-
tas’ da esfera, ou seja caminhos mais curtos entre quaisquer dois dos seus pontos.
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Figura 6: A´rea do triaˆngulo esfe´rico e´ α+ β + γ − pi.
Sabe-se que estes caminhos sa˜o dados por arcos de circunfereˆncia ma´ximos, ie.
com raio igual ao da esfera.
A projecc¸a˜o cil´ındrica conserva as a´reas - na˜o as distaˆncias! Na˜o e´ uma
isometria. Para tal, basta ver a projecc¸a˜o de um paralelo, que aumenta. Ou a
de um meridiano, que diminui. Mas a geodesia e´ uma mate´ria que merece um
estudo pro´prio...
Os trabalhos de Arquimedes sa˜o verdadeiramente assombrosos pela exigui-
dade de instrumentos matema´ticos de que ele dispunha! O seu Me´todo ainda
hoje e´ estudado1, pois na˜o so´ a F´ısica que envolve e´ u´til e verdadeira como a
relac¸a˜o com a matema´tica esta´ no aˆmago dos problemas actuais. Por isso ele e´
considerado um dos treˆs maiores matema´ticos de sempre2.
Na˜o esquec¸amos todo o trabalho teo´rico constru´ıdo por Arquimedes ao longo
de 75 anos. Ele encontra-se nas suas obras referenciadas por historiadores e cro-
nistas gregos, romanos ou a´rabes, que o ingleˆs Thomas L. Heath, reconhecido
historiador e tradutor de Arquimedes, ordenou cronologicamente como segue:
Do Equil´ıbrio de Planos I, A Quadratura da Para´bola, Do Equil´ıbrio de Planos
II, Da esfera e do Cilindro I, II, Das Espirais, Dos Cono´ides e Esfero´ides, Dos
Corpos Flutuantes I, II, Da Medida do Cı´rculo e O Arena´rio. Faltando-nos
ainda descobrir onde se integram o Me´todo dos Teoremas Mecaˆnicos e Stoma-
chion (obra seguramente tardia) e O livro dos Lemas (cf. [1, 6, 8, 9])3.
1Fac¸a-se uma busca em http://arxiv.org/ com archimedes no t´ıtulo.
2Sendo a sua ef´ıgie aquela que aparece nas ce´lebres medalhas Fields.
3Outra importante refereˆncia no estudo de Arquimedes parece ser com certeza E. J. Dijk-
terhuis, cf. Archimedes, Munksgaard, Copenhaga, 1956, ou Princeton UP, 1987.
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2 Como se define a a´rea de superf´ıcies?
Na dimensa˜o 0 a medida usual e´ a de contagem. Na dimensa˜o 1 temos a noc¸a˜o de
comprimento de uma curva no espac¸o como a do limite da soma do comprimento
de linhas poligonais inscritas.
Mas como contamos a a´rea de uma superf´ıcie, se nem sequer localmente a
podemos planificar4? Que conceito afinal de volume e´ esse na dimensa˜o 2 ou
em dimenso˜es superiores?
A resposta e´ hoje facilmente ultrapassada por meio da teoria da ‘me´trica em
variedades diferencia´veis’ ou geometria riemanniana. Seja na geometria diferen-
cial ou na f´ısica teo´rica, um tal instrumento na˜o passa de uma idealizac¸a˜o.
Abstra´ımos da realidade dos objectos f´ısicos, com rigor matema´tico, um
espac¸o vectorial tangente onde fazemos a geometria cla´ssica e da´ı partimos para
o estudo de feno´menos intr´ınsecos ou invariantes e, sob uma perspectiva nova,
de propriedades globais5 dos espac¸os, seus subespac¸os e do movimento entre
estes.
Suponhamos enta˜o que e´ dada uma porc¸a˜o de superf´ıcie S ou uma variedade
de dimensa˜o n (conceito mais geral, mas a mesma ideia que em dim 2) como
na figura 7. Um espac¸o tangente em cada ponto p ∈ S esta´ bem definido, em
virtude de conhecermos as cartas do espac¸o dado. Ou seja, temos um atlas de
S, que e´ um conjunto de cartas ϕ : U → Rn com os U subconjuntos abertos de
S.
Agora supomos que e´ dada a me´trica, o instrumento matema´tico 〈 , 〉 que
nos permite calcular aˆngulos,
](u, v) = arccos 〈u, v〉‖u‖‖v‖ , e comprimentos ‖u‖ =
√
〈u, u〉, (5)
∀u, v ∈ TpS. A me´trica e´ dada por uma aplicac¸a˜o bilinear, sime´trica e definida-
positiva, isto e´, um produto interno com valores em R. Se esta for razoa´vel,
enta˜o tem uma variac¸a˜o suave com p, ou seja e´ de classe C∞.
A me´trica fica bem determinada numa carta local pelos valores 〈∂i, ∂j〉, i, j =
1, . . . n. Recordemos que vectores ∂i, de classe C
∞ por natureza, sa˜o induzidos
4Ter´ıamos grande problema em provar que o limite da soma de a´reas de faces poligonais
inscritas numa qualquer superf´ıcie daria um invariante.
5Este conceito na˜o tem nada a ver com a famigerada ‘globalizac¸a˜o’ das relac¸o˜es humanas
terrestres, apesar de muito falarmos da esfera.
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Figura 7: Definimos espac¸o tangente TpS no ponto p sobre uma variedade S
de dimensa˜o n independente da escolha das cartas. Por outro lado, escolher
uma carta ϕ significa escolher coordenadas. E adoptar o respectivo referencial
tangente ∂i, i = 1, 2, ....
em TS pela pro´pria carta ϕ. Sa˜o campos vectoriais locais. Havendo necessidade,
podeˆ-mo-los denotar por ∂ϕi .
Seja ϕ(p) = (x1, . . . , xn), ∀p ∈ U , onde cada xi e´ func¸a˜o de p. E´ fa´cil adivi-
nhar que as cartas resultam em func¸o˜es C∞ sobre as variedades, por construc¸a˜o,
e que verificara˜o
dϕp(∂i) = ei, ou seja ∂i =
∂ϕ−1
∂xi
. (6)
Suponhamos agora que nos e´ dada outra carta qualquer ψ com domı´nio
(outro U) passando pelo domı´nio U de ϕ. Escrevamos ψ(p) = (y1, . . . , yn).
Enta˜o temos uma ‘lei de transformac¸a˜o natural’ entre cartas na intersecc¸a˜o dos
domı´nios
∂ϕi =
n∑
k=1
∂yk
∂xi
∂ψk (7)
e logo, por bilineariedade da me´trica,
〈∂ϕi , ∂ϕj 〉 =
n∑
k,l=1
∂yk
∂xi
∂yl
∂xj
〈∂ψk , ∂ψl 〉. (8)
Note-se que esta equac¸a˜o nos dira´ se temos uma me´trica bem definida ou na˜o:
e´ importante que o tal aparelho para medir o espac¸o seja compat´ıvel com uma
mudanc¸a de cartas, o que se verificara´ ou na˜o pela equac¸a˜o (8).
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Podemos escrever (8) em termos matriciais: se Gϕ e´ a matriz da me´trica,
ou seja, se Gϕ = [〈∂ϕi , ∂ϕj 〉]i,j=1,...,n e J e´ a matriz jacobiana [∂yk∂xi ], enta˜o aquela
equac¸a˜o escreve-se
Gϕ = J tGψJ (9)
com J t a matriz transposta de J .
E temos finalmente em qualquer dimensa˜o a definic¸a˜o
volS =
∫
ϕ(U)
√
detGϕ dx1 . . . dxn. (10)
Nota importante: esta e´ a ideia essencial da definic¸a˜o de volume, pois surge
um problema de domı´nio. Claro que aqui estamos apenas a integrar em U
esquec¸endo o resto de S. Para chegar a todo o lado usar´ıamos partic¸o˜es da
unidade, um dispositivo algo te´cnico que requer o seu tempo pro´prio.
Eis essencialmente como se chega hoje ao volume sabendo apenas o integral
de Riemann, o qual e´ bem conhecido da Ana´lise. (A histo´ria mostrara´ inclusive
que este e´ que foi feito para aquele e na˜o o contra´rio, como agora parece estarmos
a pretender).
Teorema 4. volS na˜o depende da escolha da carta.
Ressalvando a questa˜o do domı´nio, este resultado vem de (9), de o de-
terminante de um produto de matrizes ser o produto dos determinantes e de
det J t = det J , donde∫ √
detGϕ dx1 . . . dxn =
∫ √
detGψ det J dx1 . . . dxn
=
∫ √
detGψ dy1 . . . dyn,
(11)
como quer´ıamos. A u´ltima igualdade vem pela propriedade conhecida da mu-
danc¸a de varia´vel no integral de Riemann (o fundamental que falta provar).
Note-se que a ‘forma diferencial’ ΩS , de grau igual a` dimensa˜o de S,
ΩS(x) =
√
detG dx1 ∧ . . . ∧ dxn, (12)
x ∈ S, e´ ja´ por si uma entidade bem definida pois e´, de novo, independente da
escolha das cartas. Utiliza-se aqui a a´lgebra exterior ou de Grassmann... ΩS e´
o elemento de a´rea em dimensa˜o 2 ou de volume em dim>2...
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2.1 Dois casos conhecidos
Ha´ dois casos onde a teoria acima surge logo numa expressa˜o conhecida.
Se por exemplo γ : [a, b] → Rn e´ uma curva simples C = γ([a, b]) num
intervalo [a, b] e a me´trica no seu espac¸o tangente e´ aquela pro´pria e r´ıgida do
espac¸o ambiente Rn, enta˜o
comprimento C =
∫ b
a
‖γ′(t)‖ dt. (13)
A deduc¸a˜o e´ simples: uma carta de γ, de acordo com o exposto acima, e´ dada
pela inversa ϕ = γ−1 e logo ∂ϕ = dγ
dt
.
O segundo caso e´ em dimensa˜o 2, quando temos uma porc¸a˜o de superf´ıcie S
em R3 dada por uma equac¸a˜o z = f(x1, x2), com (x1, x2) ∈ D ⊂ R2. Enta˜o cada
ponto p = (x1, x2, f(x1, x2)) ∈ S fica coordenado pela carta ϕ : S → D, ϕ(p) =
(x1, x2). Os vectores coordenados tangentes sa˜o
∂1 =
(
1, 0,
∂f
∂x1
)
, ∂2 =
(
0, 1,
∂f
∂x2
)
. (14)
Logo 〈∂1, ∂1〉 = 1 + ( ∂f∂x1 )2, 〈∂1, ∂2〉 =
∂f
∂x1
∂f
∂x2
, 〈∂2, ∂2〉 = 1 + ( ∂f∂x2 )2, donde
detGϕ = det
[
1 + (f ′x1)
2 f ′x1f
′
x2
f ′x1f
′
x2
1 + (f ′x2)
2
]
= 1 + (f ′x1)
2 + (f ′x2)
2. (15)
Assim a a´rea de uma superf´ıcie (dimensa˜o 2) e´ dada por
a´reaS =
∫∫
D
√
1 + (f ′x1)
2 + (f ′x2)
2 dx1dx2, (16)
uma fo´rmula bem conhecida.
Vejamos ainda outro exemplo. Na esfera S2r com a me´trica do espac¸o eucli-
diano ambiente, com as coordenadas cil´ındricas φ(p) = (θ, z), vem φ−1(θ, z) =
(
√
1− z2 cos θ,√1− z2 sin θ, z). E logo
∂1 =
∂φ−1
∂θ
= (−
√
1− z2 sin θ,
√
1− z2 cos θ, 0),
∂2 =
∂φ−1
∂z
=
(−z cos θ√
1− z2 ,
−z sin θ√
1− z2 , 1
)
.
(17)
Contas auxiliares mostram facilmente 〈∂1, ∂1〉 = 1−z2, 〈∂1, ∂2〉 = 0, 〈∂2, ∂2〉 =
1
1−z2 , pelo que detG = 1 — finalmente justificando o elemento de a´rea (3).
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2.2 Desenvolvimentos
Outra propriedade intr´ınseca, ie. invariante da escolha da carta, que resulta de
se ter definido uma me´trica sobre a superf´ıcie considerada e´ a chamada curvatura
de Gauss, uma certa func¸a˜o escalar k : S → R que em cada ponto p nos diz
qua˜o distante esta˜o as mais ı´nfimas vizinhanc¸as de p de se parecerem com um
dos treˆs modelos:
k =

−1 para o ponto de sela
0 para o plano euclidiano
1 para a esfera S2.
(18)
Estamos certos que o leitor reconhecera´ aqueles treˆs tipos de curvatura em
dimensa˜o 2, nomeadamente consultando [12].
Esta func¸a˜o escalar k dependente da me´trica, descoberta pelo matema´tico
C. F. Gauss (1777-1855) e generalizada a dimensa˜o n pelo igualmente genial B.
Riemann (1826-1866), tem acrescida uma propriedade muito especial (tambe´m
esta generaliza´vel a qualquer dimensa˜o onde entram as classes de Pontryagin).
Teorema 5 (Gauss-Bonnet). Se S e´ compacta e orienta´vel, ∫S k = 2piχ.
Ou seja, somada a curvatura sobre o espac¸o todo obtemos essencialmente a
caracter´ıstica de Euler — regressamos a um invariante estritamente topolo´gico!
Surpresa, de uma mate´ria que parecia estar reservada cada vez mais e mais aos
deuses da matema´tica.
2.3 Ana´lise – A´lgebra – Topologia
Conjugam-se em geometria diferencial va´rios campos da matema´tica. Tentare-
mos uma constatac¸a˜o deste facto ainda com o ca´lculo de volumes. Procurando
lembrar o matema´tico portugueˆs e nosso mestre Professor Armando Machado,
introdutor no ensino portugueˆs das ideias que se seguem (cf. [11]).
2.3.1 O teorema de Fubini em variedades
Suponhamos que nos sa˜o dadas variedades RiemannianasM e N , ie. variedades
com me´tricas C∞. Suponhamos que e´ dada uma func¸a˜o f : M → N tambe´m
C∞. Um teorema devido a A. Sard (de 1942) diz-nos que os pontos cr´ıticos6 de
6Aqueles p ∈M onde a caracter´ıstica de dfp e´ menor que n.
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Figura 8: Se dimM = n, dimN = n e q ∈ N e´ valor regular, enta˜o f−1(q) e´
variedade suave de dimensa˜o m− n.
f formam um conjunto de medida nula. Dito de outra forma, quase todos os
valores que f toma sa˜o regulares.
Uma consequeˆncia mais avanc¸ada do teorema7 da func¸a˜o inversa mostrara´
que os subconjuntos
f−1(q) =
{
x ∈M : f(x) = q}, q ∈ N valor regular, (19)
sa˜o subvariedades mergulhadas, isto e´, comportam-se muito bem quando q e´
valor regular: existe uma carta especial (x1, . . . , xm) de M onde esses conjuntos
sera˜o dados por equac¸o˜es
xm−n+1 = 0, . . . , xm = 0 (20)
(cf. figura 8, a tracejado). Repare-se que M = ∪y∈N f−1(y).
Assim, dada ainda mais uma func¸a˜o escalar Φ : M → R para dar raza˜o a
este esforc¸o, temos uma nova func¸a˜o definida quase por todo o N :
q ∈ N 7−→
∫
f−1(q)
Φ(x) Ωf−1(q)(x), (21)
7Se a func¸a˜o f tiver como derivada dfp : TpM → Tf(p)N um isomorfismo em p, enta˜o a
func¸a˜o inversa f−1 existe numa vizinhanc¸a de p e e´ C∞.
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ver (12). Em particular, se for Φ = 1, temos o volume de cada f−1(q).
Suponhamos f sobrejectiva. Para cada x ∈M podemos definir o Jacobiano
de f
(Jf)(x) = | det〈dfx(ei), fj〉| = ‖dfx(e1) ∧ · · · ∧ dfx(en)‖ (22)
onde e1, . . . , en e´ uma base ortonormada (〈ei, ej〉 = δij) do subespac¸o ortogonal
a ker dfx e f1, . . . , fn e´ uma base ortonormada de Tf(x)N . Prova-se facilmente
que Jf na˜o depende da escolha de tais bases.
Note-se que dfx : TxM → TyN e´ sobrejectiva num valor regular y = f(x).
Por outro lado, se x e´ um ponto cr´ıtico, enta˜o (Jf)(x) = 0. O seguinte teorema
remonta ao grande matema´tico H. Poincare´ (1854-1912).
Teorema 6 (fo´rmula cinema´tica, cf. [10]). Se Φ e´ mensura´vel a` Borel e tal que
x 7→ Φ(x)Jf(x) e´ integra´vel em M , enta˜o a func¸a˜o (21) e´ integra´vel e∫
N
(∫
f−1(y)
Φ(x)Ωf−1(y)(x)
)
ΩN(y) =
∫
M
Φ(x)Jf(x)ΩM(x). (23)
Este teorema exprime a forma mais geome´trica do conhecido teorema de
Fubini.
2.3.2 O grupo ortogonal
Consideremos SO(n) o grupo das isometrias de Rn de determinante 1: trans-
formac¸o˜es lineares do espac¸o preservando a me´trica euclidiana e a orientac¸a˜o.
A sua composic¸a˜o, vindo de 〈gu, gv〉 = 〈u, v〉, ∀u, v ∈ Rn, e´ a das matrizes g
tais que gtg = 1 e det g = 1. Temos de facto um grupo. Claro que da primeira
equac¸a˜o resulta logo det g = ±1 e no´s escolhemos a parte que tem det 1.
Mais, SO(n) e´ variedade compacta (fa´cil) e conexa (dif´ıcil). Eis duas pro-
priedades topolo´gicas important´ıssimas na compreensa˜o da geometria do grupo
ortogonal.
Seja M o espac¸o vectorial de todas as matrizes a de ordem n e seja N o
subespac¸o daquelas que sa˜o sime´tricas. Seja f : M → N definida por f(x) =
xtx. Enta˜o f−1(1) = SO(n) ∪ SO(n)−. Claro que SO(n)− se refere aos g tais
que gtg = 1 e det g = −1.
As direcc¸o˜es emM tangentes a f−1(1) sa˜o aquelas sobre as quais f na˜o varia,
e rec´ıprocamente pois 1 e´ valor regular. Com efeito, prova-se que Tg(SO(n)) =
ker dfg. Como pela regra de Leibniz
dfg(X) = X
tg + gtX,
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no ponto g = 1 vem Tg(SO(n)) = ker dfg = {X ∈ M : X t +X = 0}, ou seja
todas as matrizes anti-sime´tricas. Agora torna-se muito fa´cil ver a dimensa˜o
de SO(n): um vector tangente e´ uma matriz anti-sime´trica, portanto descrita
pelas entradas do triaˆngulo acima da diagonal principal e excluindo esta por ser
nula. Contando, temos a fo´rmula
dimSO(n) =
n(n− 1)
2
. (24)
Por exemplo, um aˆngulo da´-nos as rotac¸o˜es de R2 e treˆs paraˆmetros as de R3,
mas sa˜o precisos seis para coordenar as rotac¸o˜es de R4...
2.3.3 A esfera como espac¸o de o´rbitas
Agora voltemos a` superf´ıcie esfe´rica de raio 1 de dimensa˜o n− 1, denotada por
Sn−1 ⊂ Rn. Fixemos uma direcc¸a˜o en qualquer perpendicular a um subespac¸o
Rn−1 ⊂ Rn. O grupo ortogonal actua na esfera rodando-a sobre si mesma.
f : SO(n) → Sn−1 actua como g 7→ g(en), uma func¸a˜o sobrejectiva, C∞ e
regular.
Quais sa˜o os g que fixam en? Sa˜o precisamente os que so´ rodam Rn−1, donde
a escrita do ‘espac¸o sime´trico’
SO(n)/SO(n− 1) = Sn−1 (25)
como um espac¸o de o´rbitas {SO(n− 1)g : g ∈ SO(n)}.
Com algum cuidado pode-se provar que Jf(g) = 1. Resulta enta˜o do teo-
rema 6, chamemos-lhe de Fubini-Poincare´, lendo a fo´rmula (23), que
volSO(n) = volSn−1 volSO(n− 1) = volSn−1 volSn−2 · · · volS1 volS0. (26)
A u´ltima igualdade resulta claramente por induc¸a˜o. Como por outras vias se
conhece o volume das esferas
volSn−1 =
 (2pi)
n
2
2·4···n−2 para n par
2(2pi)
n−1
2
1·3···n−2 para n ı´mpar,
(27)
eg. generalizando (16) ou consultando [6], vem
volSO(n) =

2
n(n+2)
4 pi
n2
4Q(n−2)/2
i=0 (2i)!
para n par
2
(n+1)2
4 pi
n2−1
4Q(n−3)/2
i=0 (2i+1)!
para n ı´mpar.
(28)
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Com este resultado da matema´tica do se´culo XX terminamos esta breve ex-
posic¸a˜o da geometria diferencial, lembrando que ha´ muitos volumes ainda por
calcular de variedades muito importantes e que de ideias novas para tal esta´ o
evoluir da Cieˆncia dependente.
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